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▲❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ✿ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❚é❛ ❖❯❘❆●❆ ∗

❈❤r♦♠❡

❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆î♠❡s

❘és✉♠é

❈❡ ♣❛♣✐❡r ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ●✐♥✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❛ été

r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❝❛s ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♦✉ ❞✬♦✉t❧✐❡rs

✈❡♥❛♥t ❝♦♥t❛♠✐♥❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s

❡st✐♠❛t❡✉rs r♦❜✉st❡s ❞♦♥♥❛♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs

▲❆❉ ♦✉ ▼❈❖ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♦✉t❧✐❡rs s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ré❣r❡ss❡✉rs✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❊rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❀ ❖✉t❧✐❡rs ❀ ❘é❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ❀ ❘♦❜✉st❡ss❡

❘és✉♠é

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡✈❡✇ ♦❢ t❤❡ ●✐♥✐✬s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ●✐♥✐✬s

♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✇❛s

r❡t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ ❝❛s❡s ♦❢ ❡rr♦r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s ♦r ♦✉t❧✐❡rs

❝♦♠✐♥❣ t♦ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts str♦♥❣

❡st✐♠❛t♦rs ❣✐✈✐♥❣ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛t ▲❆❉ ♦r ▼❈❖ ❡st✐♠❛t♦rs ✇❤❡♥

♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ r❡❣r❡ss♦rs✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❀ ❖✉t❧✐❡rs ❀ ●✐♥✐ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❀ ❘♦❜✉st✲

♥❡ss

∗❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆î♠❡s ✲ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❈❍❘❖▼❊✱ ✺ ❘✉❡ ❞✉ ❉r ●❡♦r❣❡s ❙❛❧❛♥✱

✸✵✵✵✵ ◆î♠❡s ✳ ❊✲♠❛✐❧ ✿ ❥❡r♦♠❡♦✉r❛❣❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ é❝♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❡st très ré♣❛♥❞✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s❝✐❡♥✲
t✐✜q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡✱ ❧❛ s♦❝✐♦❧♦❣✐❡✱ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❡t❝✳ ▲❛ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs r♦❜✉st❡s✱ ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ✭♦✉t❧✐❡rs✮
s✬❛✈èr❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡t ♣ré✈✐s✐♦♥s ❝ré❞✐❜❧❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❡t ❤②♣♦t❤ès❡s ✐ss✉s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s t❤é♦✲
r✐q✉❡s✳

▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ✓ ●✐♥✐✬s ▼❡❛♥ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ✔ ✭●▼❉✮✱ ♦✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ●✐♥✐
❛❜s♦❧✉✱ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ st❛t✐st✐❝✐❡♥
✐t❛❧✐❡♥ ❈♦rr❛❞♦ ●✐♥✐ ❡♥ ✶✾✶✷✳ ❊❧❧❡ s❡r❛ très ré♣❛♥❞✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s
❡♥ é❝♦♥♦♠✐❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ t❛♥t q✉✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐té✱ ♣✉✐s ♣r♦❣r❡ss✐✲
✈❡♠❡♥t s✬ét❡♥❞r❛ ✈❡rs ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬✐♥❞✐❝❡
❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐sq✉❡✮ ❡t ❧✬é❝♦♥♦♠étr✐❡✳

❊♥tr❡ ✶✾✼✵ ❡t ✶✾✾✵✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥s ♦♥t été ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ré❣r❡ss✐♦♥s q✉❛♥t✐❧❡s ❞❡ ❇❛ss❡t ❡t ❑♦❡♥❦❡r ✭✶✾✼✽✮✱ ❧❛ ré✲
❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✢♦✉❡ ❞❡ ❚❛♥❛❦❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✷✮✱ ❡t ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ❞❡ ❖❧❦✐♥
❡t ❨✐t③❤❛❦✐ ✭✶✾✾✷✮ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ●▼❉✳ ▲❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ♣♦s✲
sè❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ✿ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
st❛♥❞❛r❞s ❡♥ é❝♦♥♦♠étr✐❡ ❡t ❛✉t♦r✐s❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s
❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♦✉ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❜❡rr❛♥t❡s✳

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦✉t❧✐❡rs ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❢❛❧❧❛❝✐❡✉① ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t tr❛✐té❡ ❡♥ ❛♠♦♥t✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ ❧❡ ♥♦♥✲r❡s♣❡❝t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ é❝♦♥♦♠étr✐q✉❡
❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡①♦❣é♥é✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡s ✭▼❈❖✮ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❡t ♣❛r❢♦✐s ❛✈❡❝ ❞❡s s✐❣♥❡s ✐♥✈❡rsés✮✳

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sés✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ●▼❉ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉①
♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés ♣❛r ❧❡s ♦✉t❧✐❡rs ❡t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s✱ ❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥ é❝♦♥♦♠é✲
tr✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té✳ ◗✉❛♥❞ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❣é♥ér❛t❡✉r s✉✐t
✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐✈❛r✐é❡✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s♦♥t
❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ r❡♥❞❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ●▼❉ s✉♣❡r✢✉✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐✈❛r✐é✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ré❣r❡ss❡✉rs s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ✐ss✉ ❞✉ ●▼❉
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ▼❈❖✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
♥♦r♠❛❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✱ ❧❡ ●▼❉ s❡ ré✈è❧❡ êtr❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r r♦❜✉st❡✳ ❨✐t③❤❛❦✐
❡t ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ✭✷✵✶✸✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ●▼❉ ❡st ✉t✐❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s r❛♥❣s ❞❡s

✷



✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ❧✐és✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st str❛t✐✜é❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st s♦✉t❡♥✉❡ ♦✉ ♥♦♥ ♣❛r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ●✐♥✐ ♣❡r♠❡t à s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬ést✐♠❡r
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❛♥❣s ❞❡s ré❣r❡s✲
s❡✉rs✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s U ✲st❛t✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❞❡ t❡st❡r
❧❛ ❧✐♥ér✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s ré❣r❡ss❡✉rs
♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳

❈❡tt❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ❡st str✉❝t✉ré❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ●✐♥✐ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s
r❛♥❣s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❀ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s
❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ❀ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs
❞❡ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ●✐♥✐ ❀ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❡①♣♦s❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs ●✐♥✐ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s U ✲st❛t✐st✐q✉❡s ❀ ❡♥✜♥ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥
❝♦♥❝❧✉t ❧✬❛rt✐❝❧❡✳

✷ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ●✐♥✐ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ●✐♥✐ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉✐t
♣❛r ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ❡t ❨✐t③❤❛❦✐ ✭✶✾✽✼✮✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ●✐♥✐ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥ ❞é✲
❝♦✉❧❡✱ ❡t ❧✬✐♥térêt ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡s r❛♥❣s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛✈❛✐t ✐♥❞✐q✉é ❉✉r❜✐♥ ✭✶✾✺✹✮✳

❉é✜♥✐ss♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ✿
→֒ y ❧❡ ✈❡❝t❡✉r N × 1 ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ❡①♣❧✐q✉❡r ✭à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s R✮✳
❡t ❞✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ s❛♥s ❜✐❛✐s sy✳
→֒ X ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ n × K ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s✱ ❛✈❡❝ xk ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①✲
♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✭✉♥ ✈❡❝t❡✉r✮✱ k = 1 . . . K✱ K < n ❡t xik ❧❛ i è♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉
✈❡❝t❡✉r xk✱ i = 1, . . . , n✳
→֒ Z ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ n × K ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s✱ ❛✈❡❝ zk ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡ ✭✉♥ ✈❡❝t❡✉r✮✱ k = 1 . . . K✱ K < n ❡t zik ❧❛ i è♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❞✉ ✈❡❝t❡✉r zk✱ i = 1, . . . , n✳
→֒ β̂ = β̂1, . . . , β̂K ✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st✐♠és✳
→֒ θ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n× 1✳
→֒ β̂θ

G✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠é ❞❛♥s ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
→֒ V̂ & σ̂ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠é❡ ❡t ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡st✐♠é✳
→֒ ρX,Y ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ P❡❛rs♦♥✳
→֒ ❈♦✈ (X, Y ) ❡st ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❡t Y ✳
→֒ FX ❡t DX ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ X ❡t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ FX ✳

✸



✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ●✐♥✐✱ ♦✉ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐✱ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡
❞❡❣ré ③ér♦ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞❡s ❞✐s♣❛r✐tés ✭✐♥é❣❛❧✐tés✮ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦ú ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✭❞❡s r❡✈❡♥✉s✮✱ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st é❣❛❧ à ✵✱ ❡t
✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✶✱ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é ✓ ●✐♥✐✬s
▼❡❛♥ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ✔ ♦✉ ●▼❉✱ ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡✳ ■❧ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛tt❡♥❞✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣r✐s❡s ❛✉ ❤❛s❛r❞
❞❛♥s ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❙♦✐❡♥t X1 ❡t X2 ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ FX ✳ ▲❡ ●▼❉ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

GX = E|X1 −X2| ✭✶✮

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬é❝r✐r❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬é❝❛rts ❛❜s♦❧✉s
❡s♣érés✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿

σ2
X =

1

2
E|X1 −X2|2 ✭✷✮

▲✬✐♥❞✐❝❡ ●▼❉ ♣❡✉t êtr❡ ré❝r✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ●✐♥✐ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
✭❙t✉❛rt✱ ✶✾✺✹✮ ✿

GX = 4 Cov(X,FX) ✭✸✮

▲♦rsq✉❡ X ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✱ GX = 2σx/
√
π✱ ❛❧♦rs

❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡s r❡♥✈♦✐❡♥t à ✉♥ ♠ê♠❡ ♣ré♦r❞r❡ ❝❧❛ss❛♥t ❞❡✉①
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✮ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ●✐♥✐✳ P♦✉r
❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X ❡t Y ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡✉① ●✐♥✐ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s
✭GCov✮✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ❡t ❨✐t③❤❛❦✐ ✭✶✾✽✼✮ ✿

GCov(Y,X) = Cov (Y, FX) ✭✹✮

GCov(X, Y ) = Cov (X,FY ) ✭✺✮

▲❛ ●✐♥✐ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✭♦✉ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r r❛♥❣✮ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✉s✉❡❧❧❡ Cov(X, Y ) ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ P❡❛rs♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡st ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✭L2✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r
❞❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ P❡❛rs♦♥ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙♣❡❛r♠❛♥ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
X ❡t Y s♦✐❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ Cov(FX , FY )✳ ▲❛
♠étr✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ L1 ✭❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥✮✳ ▲❛ ●✐♥✐ ❝♦✈❛✲
r✐❛♥❝❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠étr✐q✉❡s
♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ L2 ❡t L1 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

✹



✷✳✷ ▲❛ ●✐♥✐ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

▲❛ ●✐♥✐ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ♥♦té❡ GC✱ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ●✐♥✐ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−1; 1]✳
❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❛ ●✐♥✐ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s s②é♠tr✐q✉❡✱ ✈♦✐r ❊q✳✭✸✮✱ ❞❡✉①
●✐♥✐ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ✿

GC(Y,X) =
GCov(Y,X)

GCov(Y, Y )
=

Cov(Y, FX)

Cov(Y, FY )
✭✻✮

GC(X, Y ) =
GCov(X, Y )

GCov(X,X)
=

Cov(X,FY )

Cov(X,FX)
✭✼✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✕ ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ❡t ❨✐t③❤❛❦✐ ✭✶✾✽✼✮ ✿
✭✐✮ ❙♦✐t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X ❡t Y ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h : R → R t❡❧❧❡ q✉❡ Xh(Y ) = Y h(X) ❡t ❞♦♥❝ E(Xh(Y )) =
E(Y h(X))✳ ▲✬✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜✐❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ GC(X, Y ) = GC(Y,X)✳
✭✐✐✮ ❙✐ (X, Y ) s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❜✐✈❛r✐é❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ (µX , µY )✱ ❞❡
✈❛r✐❛♥❝❡s σ2

X , σ
2
Y ✱ t❡❧ q✉❡ ρX,Y ✱ ❛❧♦rs ✿

GC(X, Y ) = GC(Y,X) = ρX,Y ✭✽✮

✭✐✐✐✮ ❙♦✐t X ❡t Y ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❛❧♦rs ✿

GCX+Y = GC(X,X + Y )GX +GC(Y,X + Y )GY . ✭✾✮

❊♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥❛t✉r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✉s✉❡❧ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱
❧❡s ●✐♥✐ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s GCov(X, Y ) ❡t GCov(Y,X)✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ s✐❣♥❡ ❡t
❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●✐♥✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥t ❞é♠♦♥tré ❈❛r❝❡❛ ❡t ❙❡r✢✐♥❣
✭✷✵✶✺✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ●✐♥✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❆❘▼❆ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛❜❡rr❛♥t❡s✮✳

✷✳✸ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s r❛♥❣s ❞❡ ❉✉r❜✐♥

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ●✐♥✐ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ é❝♦♥♦♠étr✐q✉❡✱ r❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❉✉r❜✐♥
✭✶✾✺✹✮✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s r❛♥❣s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❝♦♠♠❡
✐♥str✉♠❡♥ts✳ ❯t✐❧✐s♦♥s ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ x̃ ❞✬✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ X t❡❧❧❡ q✉❡ x̃1 ≤ x̃1 ≤ · · · ≤ x̃n✳ ▲❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ i ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈é❡ x ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ✿

rxi
=

n∑

i=1

1(x ≤ x̃i) ✭✶✵✮

✺



❛✈❡❝ 1(x ≤ x̃i) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ x ≤ x̃i

❡st ✈r❛✐❡✳ ❯♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❜❛s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ✿

F̂X =
rx

n
✭✶✶✮

❛✈❡❝ rx = (rx1
, . . . , rxn

)✳ ❨✐t③❤❛❦✐ ❡t ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ✭✷✵✶✸✮ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❡①
❛❡q✉♦ ♣❡✉✈❡♥t ✐♥❞✉✐r❡ ❞❡s ❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ●✐♥✐
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
tr❛✐t❡r ❧❡s ❡① ❛❡q✉♦ ✿

• ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ r❛♥❣ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡s ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐r❛ à ✉♥❡
s✉r✲♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ❜✐❛✐s ♣♦s✐t✐❢ ❀

• ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ r❛♥❣ ✐♥❢ér✐❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❛❜♦✉t✐r❛ à ✉♥❡ s✉r✲♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝
✉♥ ❜✐❛✐s ♥é❣❛t✐❢ ❀

• ❡st✐♠❡r ❧❡ r❛♥❣ ❛✉ ♣♦✐♥t ♠♦②❡♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦❞✉✐r❛ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s❛♥s
❜✐❛✐s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐❧❧✉stré❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿

x =




1
1
4
7
6




−→ rx =




1, 5
1, 5
3
5
4




✭✶✷✮

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ●✐♥✐ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ĜCov(X, Y ) =
1

n
Cov(x, ry) ✭✶✸✮

ĜCov(Y,X) =
1

n
Cov(y, rx) ✭✶✹✮

❊♥ ✶✾✺✹✱ ❉✉r❜✐♥ ❢❛✐t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❛❜❡rr❛♥t❡s✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r r❛♥❣ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs r❡s✲
t❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t st❛❜❧❡s ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré✲
❝é❞❡♥t✱ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛r ✶✵✵✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r r❛♥❣ r❡st❡
✐♥❝❤❛♥❣é ✿

x1 =




1
1
4
700
6




−→ rx1
=




1, 5
1, 5
3
5
4




= rx ✭✶✺✮

❉✉r❜✐♥ ✭✶✾✺✹✮ ♣r♦♣♦s❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts
❘ = (rx1

, . . . , rxK
) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs r❛♥❣s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s✳ P✉✐sq✉✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r r❛♥❣ ♣❡✉t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r✱ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs r♦❜✉st❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ t②♣❡ y = Xβ + ε ✿

β̂V I−rank = (R′X)−1 ❘′y ✭✶✻✮

✻



❊♥ ♥♦t❛♥t Z ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts✱ t❡❧❧❡ q✉❡ Z = R✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬❡st✐✲
♠❛t❡✉r ✉s✉❡❧ (❩′X)−1 ❩′y ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡s ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥s✲
tr✉♠❡♥t❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉t❛♥t ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts q✉❡ ❞❡ ré❣r❡ss❡✉rs✳
❉✉r❜✐♥ ✭✶✾✺✹✮ ✈❡♥❛✐t✱ s❛♥s ❧❡ s❛✈♦✐r✱ ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡
❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐✳

✸ ▲❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐

▲❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ❝♦♠♣t❡ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡
à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳
■❧ s✬❛❣✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ♥♦r♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐ ❞❡s
rés✐❞✉s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 à ❧❛ ♥♦r♠❡ L1✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❡st ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡✱
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs r♦❜✉st❡s à
♣❛rt✐r ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛
♠é❞✐❛♥❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉①
♦✉t❧✐❡rs ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞és✐r❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s✳

✸✳✶ ❍②♣♦t❤ès❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

❘❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s st❛♥❞❛r❞s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✉s✉❡❧s y =
βX+ ǫ✳

❍②♣♦t❤ès❡s ✸✳✶ ✕ ✭❍✶✮ ✕ ✿ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ xk ✭♦✉ ❡♥ ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ xk✮✳

❍②♣♦t❤ès❡s ✸✳✷ ✕ ✭❍✷✮ ✕ ✿ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs xik s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s s❛♥s ❡rr❡✉r ✭xik

♥♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✮✳

❍②♣♦t❤ès❡s ✸✳✸ ✕ ✭❍✸✮ ✕ ✿ E(ǫ2i ) = σ2
ǫ
✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ❝♦♥st❛♥t❡

✭❤♦♠♦s❝é❞❛st✐❝✐té✮ ✿ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ q✉❡❧❧❡
q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✳

❍②♣♦t❤ès❡s ✸✳✹ ✕ ✭❍✹✮ ✕ ✿ E(ǫiǫi′) = 0 s✐ ✐ 6= ✐✬✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ♥♦♥
❝♦rré❧é❡s ♦✉ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❍②♣♦t❤ès❡s ✸✳✺ ✕ ✭❍✺✮ ✕ ✿ E(x′

kǫ) = 0✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡ k✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . , K✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ré❣r❡ss✐♦♥s
●✐♥✐✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ r❡❧â❝❤é❡s✳

✼



✸✳✷ ▲❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡

▲❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ●✐♥✐ ❞❡s rés✐✲
❞✉s✳ P♦✉r ♣r♦❝é❞❡r ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✐t êtr❡ s♣é❝✐✜é❡✳
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✶✮ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✈♦q✉é❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t y = α1+ βx+ ǫ✳ P♦✉r ✉♥
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st✐♠é❡ ❞❡ y ❡st ♥♦té❡ ŷ = α̂+ β̂x✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡
❞❡ ●✐♥✐ ❞✉ rés✐❞✉ e = y − ŷ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ β̂ ✿

Ge(β̂) =
1

n
Cov(e, re), ✭✶✼✮

♦ù re r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r r❛♥❣ ❞✉ rés✐❞✉✳ ▼✐♥✐♠✐s❡r ✭✶✼✮ r❡✈✐❡♥t à ♠✐♥✐✲
♠✐s❡r

∑n
i=1 eirei q✉✐ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❘✲r❡❣r❡ss✐♦♥

❞❡ ❏✉r❡❝❦♦✈á ✭✶✾✽✶✮✱ ❏❛❡❝❦❡❧ ✭✶✾✼✷✮ ❡t ▼❝❑❡❛♥ ✫ ❍❡tt♠❛♥s♣❡r❣❡r ✭✶✾✼✻✮✳
▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐ ❞✉ rés✐❞✉ s❡ ré❝r✐t ✿

Ge(β̂) =
4

n
Cov(e, re)

=
4

n
Cov(y − α̂− β̂x, re)

=
4

n

[
Cov(y, re)− β̂ Cov(x, re)

]

=
4

n

[
Cov(y, re)− β̂ Cov(x, re)

]
✭✶✽✮

P♦✉r ✉♥ β̂ ❞♦♥♥é✱ ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐ ❞✉ rés✐❞✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❝❛rt
❡s♣éré ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣r✐s❡s ❛✉ ❤❛s❛r❞ ✭❛✈❡❝ r❡♠✐s❡✮ ✿

Ge(β̂) =
n∑

i=1

n∑

j=1

|ei − ej|
n2

✭✶✾✮

▼✐♥✐♠✐s❡r Ge(β̂) r❡✈✐❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✿
n∑

i=1

n∑

j=1

|ei − ej| =
∑

i,j

|(yi − ŷi)− (yj − ŷj)|

=
∑

i,j

|(yi − yj)− (α̂ + β̂xi − α̂− β̂xj)|

=
∑

i,j

|(yj − yi)− β̂ (xj − xi)|

= 2
∑

i<j

[ (yj − yi)− β̂ (xj − xi) ] ✭✷✵✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✕ ❖❧❦✐♥ ❡t ❨✐t③❤❛❦✐ ✭✶✾✾✷✮ ✕ ✿ ▲♦rsq✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐
❞✉ rés✐❞✉ ❡st à s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠✱ Ge(β̂) = 2

∑
i<j [ (yj − yi)− β̂ (xj − xi) ] = 0✱

❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ♥♦té❡ β̂G ❡st ❛❧♦rs ✿

β̂G =

∑
i<j (yj − yi)∑
i<j (xj − xi)

✭✷✶✮

✽



❙✐ ❧❡s rés✐❞✉s s♦♥t ♦r❞♦♥♥és e1 ≤ e2 ≤ . . . ≤ en✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐
❡♥ β̂ ❡st ✿

∂Ge(β̂)

∂β̂
= −2

∑

i<j

(xj − xi)

= 4
n∑

i=1

xi

[
i− n+ 1

2

]

= 4nCov (x, re ) ✭✷✷✮

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐ ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ t❡r♠❡
Cov(x, re ) ❡st ♠✐♥✐♠✐sé✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ Cov(x, re ) = 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✕ ❖❧❦✐♥ ❡t ❨✐t③❤❛❦✐ ✭✶✾✾✷✮ ✕ ✿ ▲♦rsq✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐
❞✉ rés✐❞✉ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ŷ ❡t ❧❡ r❛♥❣ ❞✉ rés✐❞✉
❡st ♥✉❧❧❡ ✿

Cov(ŷ, re) = Cov(α + β̂Gx, re)

= β̂GCov(x, re) = 0 ✭✷✸✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✕ ❖❧❦✐♥ ❡t ❨✐t③❤❛❦✐ ✭✶✾✾✷✮ ✕ ✿ ▲♦rsq✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐
❞✉ rés✐❞✉ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ y ❡t ❧❡ r❛♥❣
❞✉ rés✐❞✉ re ❡st é❣❛❧ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐ ❞✉ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ✿

Cov(y, re) = Cov(ŷ + e, re)

= Cov(α + β̂Gx+ e, re)

= β̂GCov(x, re) + Cov(e, re)

= Cov(e, re) ✭✷✹✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé✱

② = X β + ǫ

❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
s✉✐✈❛♥t ✿

β̂G = argmin

{
n∑

i=1

n∑

j=1

|ei − ej|
}

= argmin {Cov(e, re)} ✭✷✺✮

■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❢♦r♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❢❡r♠é❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
β̂G✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡✳

✾



✸✳✸ ▲❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡s r❡st❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s
♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①✲
♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ❙♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐♠♣❧❡ y =
α1+βx+ ǫ✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s
❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡s ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✿

Cov(y,x) = Cov(β x+ ǫ,x)

= Cov(β x,x) + Cov(ǫ,x)

= Cov(β x,x)

Cov(y,x) = β Cov( x,x) (❍✺)

❉✬♦ù ✿

β =
Cov(y,x)

Cov(x,x)

▲❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ❝♦✈❛✲
r✐❛♥❝❡ ✉s✉❡❧❧❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ●✐♥✐ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✿

βG =
Cov(y,F(x))

Cov(x,F(x))
✭✷✻✮

❯♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
r❛♥❣ ♠❡s✉ré ❛✉ ♣♦✐♥t ♠♦②❡♥ ❡♥ ❝❛s ❞✬❡① ❛❡q✉♦ ✿

β̂G =
Cov(y, rx)

Cov(x, rx)
✭✷✼✮

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st s❛♥s ❜✐❛✐s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡
Cov(ǫ, rx) = 0✳
❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ β̂G✱ y ♣❛r βGx+ ǫ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

β̂G =
Cov(βGx+ ǫ , rx)

Cov(x, rx)

β̂G =
Cov(βG x , rx)

Cov(x, rx)
+

Cov(ǫ, rx)

Cov(x, rx)

β̂G = βG
Cov(x, rx)

Cov(x, rx)
+

Cov(ǫ, rx)

Cov(x, rx)

β̂G = βG ❝❛r Cov(ǫ, rx) = 0 ✭✷✽✮

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ●✐♥✐ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦♥
♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡✱
♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉❝✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠s❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s s❛ str✉❝t✉r❡ à ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡s✳

✶✵



▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✭●✐♥✐ ❡t ▼❈❖✮ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♦ù ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s♦♥t ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞érés ❞❡s
♣❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s (yi, xi)✳
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ▼❈❖ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❛tt❛❝❤és ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣❡♥t❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❚❛♥❣❡♥t❡s

❙♦✐t (xi, yi) t❡❧ q✉❡ i = 1, . . . , n✱ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❜✐✈❛r✐é❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡t ✷ ✜♥✐s✱ t❡❧ q✉❡ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn✳ ▲❡s
t❛♥❣❡♥t❡s ❢♦r♠é❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s (i, j) s♦♥t ✿

mij =
yi − yj
xi − xj

, ✭✷✾✮

❈♦♥str✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣❡♥t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ✿

β̂∗ =
∑

i,j

pij mij, ❛✈❡❝
∑

i,j

pij = 1 ✭✸✵✮

▲❡ s❝❤é♠❛ ✭♦✉ ❝❤♦✐①✮ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✭pij✮ ❞ét❡r♠✐♥❡r❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡s✲
t✐♠❛t❡✉r✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r ▼❈❖ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

β̂ =
∑

i>j

(xi − xj)
2

∑
i>j(xi − xj)2︸ ︷︷ ︸

pij

(yi − yj)

(xi − xj)︸ ︷︷ ︸
mij

✭✸✶✮

❆✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡①trê♠❡s ✭très é❧♦✐✲
❣♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✮ ❛✉r♦♥t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s t❛✐❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s ✈❡rr♦♥t ❧❡✉r ❞✐st❛♥❝❡ s✬❛♠♣❧✐✜❡r
❡t ❡❧❧❡s ❛✉r♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦✐❞s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡

✶✶



♣♦✐♥t ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ▼❈❖ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧❧✉r❡ à ❧❛
❞r♦✐t❡ ❞❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❢❛✉ss❡r ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳

■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥
♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
ré❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●✐♥✐ β̂G ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❛✉ss✐ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣♦♥✲
❞ér❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦♣♦s❡♥t ❖❧❦✐♥ ❡t ❨✐t③❤❛❦✐ ✭✶✾✾✷✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❝❡rt❛✐♥s
❛✉t❡✉rs ❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à ♣r✐✈✐❧é❣✐é ❧❛ ♣✐st❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♠♦②❡♥♥❡
♣♦♥❞éré❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❙❝❤♦❧③ ✭✶✾✼✼✮ ❡t ❙✐❡✈❡rs ✭✶✾✼✽✮ ❡st ❞é✲
✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s t❛♥❣❡♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❖❧❦✐♥
❡t ❨✐t③❤❛❦✐ ✭✶✾✾✷✱ t❤é♦rè♠❡ ✶✮✱ ✐❧ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛
ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦♥❞éré❡s ❞❡s
t❛♥❣❡♥t❡s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ♠é❞✐❛♥❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛
ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✿

β̂G =
∑

i>j

(xi − xj)∑
i>j(xi − xj)︸ ︷︷ ︸

pij

(yi − yj)

(xi − xj)︸ ︷︷ ︸
mij

✭✸✷✮

▲❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ mij ❝♦♥❢èr❡ à ❧✬❡s✐♠❛t❡✉r β̂G ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été r❡♠❛rq✉❛❜❧❡✱ s✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s q✉❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r ▼❈❖✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r ✿

β̂G = (rX
TX)−1 (rX

Ty)

❛✈❡❝ rX ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❛♥❣ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs r❛♥❣ ❞❡s ré✲
❣r❡ss❡✉s✳ ❙✐ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs r❛♥❣s s♦♥t ♥♦♥ ❝♦rré❧és ❛✉ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r✱ ❛❧♦rs ✐❧s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❡t rX ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Z

❞✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ♣❡✉t ❞♦♥❝
êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s ✿

β̂V I−MCO = β̂G

(ZT X)−1 (ZT y) = (rX
TX)−1 (rX

Ty) ✭✸✸✮

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂G ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣t❤ès❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐✲
r❡♠❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ▼❈❖ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❍✶✲❍✺✳

✸✳✹ ❖✉t❧✐❡rs

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦✉t❧✐❡rs ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é
♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❡✉ ✜❛❜❧❡s ✭❡st✐♠❛t❡✉rs ❜✐❛✐sés ❡t✴♦✉
♥♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥ts✮✳

❚♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❛❜❡rr❛t✐♦♥s✱ ✈❛❧❡✉r tr♦♣ é❧❡✈é❡ ♦✉ tr♦♣
❢❛✐❜❧❡✱ ❡t q✉✐ ♥❡ ♣❛ss❡ ♣❛s ✐♥❛♣❡rç✉❡ ✭♣♦✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ t❛✐❧❧❡✮
❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ❛❜❡rr❛♥t❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❜❡rr❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❞✉❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ s❛✐s✐❡✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t
❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❆ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦✉t❧✐❡rs ♦✉ ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s

✶✷



q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉rs ❛❜❡rr❛♥t❡s ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r✐té ❞✬êtr❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①❛❝t❡s q✉✐ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ r❡t✐ré❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ❛t②♣✐q✉❡s s✉r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ét✉❞✐é❡s✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡①✲
trê♠❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❡s s✐❣♥❡s ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✶✱ ❛❜♦✉t✐r à ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡t ❞❡♠❛♥❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ é❝♦✲
♥♦♠étr✐q✉❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦✉t❧✐❡rs✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡s ▼❈❖ ♥❡ ♣r♦❝✉r❡
♣❧✉s ❞✬❡st✐♠❛t❡✉r st❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡st✐♠é ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✲
✜♥✐ ✭σ̂ǫ −→ ∞ ✮ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✸✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r V̂ (β̂) t❡♥❞ à ❝r♦îtr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥♥é❡ s✐
❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡✈✐❡♥t ♣❡✉ ✜❛❜❧❡ ❡t s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞✬✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡
Student q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✱ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝❝❡♣t❡r à t♦rt
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✳

❉✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♦✉t❧✐❡rs ❡①✐st❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✐♥❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❝ré❡r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
[± x ecarts − types] ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳ ❙❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r
❛❜❡rr❛♥t❡ ♦✉ ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡✱ t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ ❤♦rs ❞❡ ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳
■❧ ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s
❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✿
✶✲ ▲❛ ❜♦ît❡ à ♠♦✉st❛❝❤❡ ✿ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ x ❛ss♦❝✐é❡ à
❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ♦✉ à ❧✬ét❡♥❞✉❡ ✐♥t❡rq✉❛rt✐❧❡ ✷ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡✳
✷✲ ▲❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✿ s♦♥t s♦✉♣ç♦♥♥és ❞✬êtr❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts
é❧♦✐❣♥és ❞❡s ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts✳
■❧ ❡st ♣❧✉s ♣r✉❞❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s s❡ ✜❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣r❛✲
♣❤✐q✉❡s✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ♥♦s s♦✉♣ç♦♥s ♣❛r ❞❡s t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s✳
▲✬✉♥ ❞❡s t❡sts ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ●r✉❜❜s ✭●r✉❜❜s✱ ✶✾✻✾ ❡t ❙t❡❢❛♥s❦②✱
✶✾✼✷✮✳ ■❧ ❡st ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ✉♥ ♦✉t❧✐❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐✈❛✲
r✐é❡ q✉✐ s✉✐t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ✿

∥∥∥∥
H0 : Prés❡♥❝❡ ❞✬♦✉t❧✐❡rs
H1 : ❆❜s❡♥❝❡ ❞✬♦✉t❧✐❡rs.

▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ❞❡ ●r✉❜❜s ❡st ✿

Gb =
max|yi − ȳ|

sy
,

▲❡ t❡st st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ●r✉❜❜s ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ é❝❛rt ❛❜s♦❧✉ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❛r ✉♥✐té ❞✬é❝❛rt✲t②♣❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦✉t❧✐❡rs ❞❛♥s ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❡st r❡❥❡té❡ s✐ ✿

Gb >
n− 1√

n

√√√√ t2α/2
n− 2 + t2α/2

✶✳ ❑♥♦rr ❡t ◆❣✭✶✾✾✽✮✱ ❘❛♠s❛✇♠② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ❈❤♦✐ ✭✷✵✵✾✮✳
✷✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r q✉❛rt✐❧❡ ✭◗✸ ✲ ◗✶✮✳

✶✸



♦ù tα/2 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t à n − 2
❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❡✈✐❡r q✉❛♥t à ❡❧❧❡ s❡ ❜❛s❡ ❛✉ss✐ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✐st❛♥❝❡✳ ❯♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡①trê♠❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣ré❞✐❝✲
t✐✈❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧❡✈✐❡r é❧❡✈é✳ ❉❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❧❡✈✐❡r ♣♦✉r ❧❛ iè♠❡ ✉♥✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❡ ❞é✜♥✐t
❝♦♠♠❡ ✿ hi = xi (X′X)−1 x′

i✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉① hi ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
H = X(X′X)−1X′ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❡s ❧❡✈✐❡rs ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
iè♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ré❣r❡ss✐♦♥✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
❧❡✈✐❡r s♦♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶✱ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s hi ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❧❡✈✐❡r hi > 2K/n ❡st
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❛❜❡rr❛♥t❡✳

✹ ❊rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡s s❛♥s ❡rr❡✉rs ❞❡
♠❡s✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ❛✉ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✺✳ ■❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r
❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈ér✐✜é❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❛❜❡rr❛♥t❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❡♥t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s
❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s s♦♥t ❡♥t❛❝❤é❡s
❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡✳◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ à ❡①♣❧✐q✉❡r✱ ❡♥s✉✐t❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s✳

✹✳✶ ❊rr❡✉rs s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥❞♦❣è♥❡

❙♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❡♥tré s✉✐✈❛♥t y = β x+ ǫ t❡❧ q✉❡ ✿

yi = β xi + ǫi ✭❧❛ i è♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ y s❛♥s ❡rr❡✉r✮

y∗i = yi + θi ✭❧❛ i è♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ y ❛✈❡❝ ❡rr❡✉r✮

y∗i = β xi + (ǫi + θi) ✭Cov(xi, ǫi) = 0✮ ✭✸✹✮

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂ ❞❡ β ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t é❣❛❧ à ✿

β̂ =

∑
xi y

∗

i∑
x2
i

=

∑
xi [ β xi + (ǫi + θi) ]∑

x2
i

= β

∑
x2
i∑

x2
i

+

∑
xi ǫi∑
x2
i

+

∑
xi θi∑
x2
i

β̂ = β +

∑
xi θi∑
x2
i

✭✸✺✮
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❙✐ Cov(xi, θi) = 0✱ ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂ ❡st s❛♥s ❜✐❛✐s ♣✉✐sq✉❡ q✉❡ ♣❛r ❤②♣♦✲
t❤ès❡ Cov(xi, ǫi) = 0✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ✐❧ ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❡rt❡
❞✬❡✣❝❛❝✐té ❝❛r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❝♦♠♣❛ré ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ yi ❡st ♦❜s❡r✈é❡ s❛♥s ❡rr❡✉r✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂
❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❧♦rsq✉❡ yi ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦✉t❧✐❡rs ♦✉ ❞✬❡rr❡✉rs ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝♦♥✐sé❡ ✸ ❡st ❧❡ ▲❡❛st ❆❜s♦❧✉t❡ ❉❡✲
✈✐❛t✐♦♥s ✭▲❆❉✮✳ P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
▲❆❉✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♦ù ♥♦✉s ❞é❞✉✐✲
s♦♥s ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭▼❙❊✮ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st✐♠és β̂ ❧♦rsq✉❡
❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ y ♣♦rt❡ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

❘és✉❧t❛t ✿ ▼ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ❞✉ ▲❆❉ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦✉t❧✐❡rs ❞❛♥s y
●é♥ér❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X ∼ N , ε ∼ N ❀
❉é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y = 1α + βx+ ε✱ ❡♥ ✜①❛♥t β = 10 ❀
θ = 50 [ θ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥]✱ n = 1000 ❡t ❀
i = 1 [ i ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ]❀
ré♣ét❡r

❉é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ yl ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬♦✉t❧✐❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❛ ❧✐❣♥❡ l ❞❡ y ✿ y∗l = yl + θ ❀

❈❛❧❝✉❧❡r ❡t ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t β̂ ✐ss✉ ❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ y/x
♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❈❖✱ ●✐♥✐ ❡t ▲❆❉❀

❥✉sq✉✬à i = 1000 ❬♣❛r ♣❛s ❞❡ 1❪❀
r❡t♦✉r♥❡r ▼❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❊rr♦rs ✭▼❙❊✮ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t β s❡❧♦♥ ❧❡s
tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✳

▼❙❊ ▼❈❖ ▼❙❊ ●✐♥✐ ▼❙❊ ▲❆❉
✼✾✻✹✵✳✽✶ ✼✽✺✶✺✳✻✻ ✹✽✵✺✹✳✻✷

❚❛❜❧❡ ✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ✭▼❙❊✮

❈❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝♦♥✜r♠❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ▼❙❊ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❆❉
s❡ ❞é♠❛rq✉❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♣r❡♥♦♥s ✉♥
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❞✐① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❞✐①✐è♠❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✉♥ ♦✉t❧✐❡r ❞❛♥s ❞❡ y✳

❈❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ▲❆❉ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡
❢♦rt ✐♠♣❛❝t q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦✉t❧✐❡r ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r
s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐✳ ❊♥ ❡✛❡t s♦✐t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❡♥trés s❛♥s

✸✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ✈♦✐r ❉♦❞❣❡ ✭✶✾✾✼✮✳

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✷ ✕
■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦✉t❧✐❡r ❞❛♥s y

❡rr❡✉r ❡t ❝♦♥t❛♠✐♥é s✉✐✈❛♥ts ♦ù θ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ q✉❡ y ✿

y = βG x+ ε

y∗ = y + θ

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ❝♦♥t❛♠✐♥é❡ ❡st ✿

β̂θ
G =

Cov(y + θ, rx)

Cov(x, rx)

β̂θ
G =

Cov(y, rx) + Cov(θ, rx)

Cov(x, rx)

β̂θ
G =

Cov(y, rx)

Cov(x, rx)
+

Cov(θ, rx)

Cov(x, rx)

β̂θ
G = β̂G +

Cov(θ, rx)

Cov(x, rx)

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st s❛♥s ❜✐❛✐s s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Cov(θ, rx) = 0✳ ▲♦rsq✉❡ β̂G

❡st ♣♦s✐t✐❢ ✐❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❜✐❛✐sé ♣❛r ❧❡ ❜❛s ♦✉ ♣❛r ❧❡ ❤❛✉t ✿
{

β̂θ
G > β̂G ss✐ Cov(θ, rx) > 0

β̂θ
G < β̂G ss✐ Cov(θ, rx) < 0

✶✻



✹✳✷ ❊rr❡✉rs s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s

❙♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡rr❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ✿

yi = β xi + ǫi ✭❛✈❡❝ xi ❧❛ i è♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡✮

x∗

i = xi + θi ✭❧❛ i è♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛♠✐♥é❡ ❞❡ x✮

yi = β x∗

i + ǫi ❛✈❡❝ E(x∗

i ǫi) = 0

yi = β (xi + θi) + ǫi

yi = β xi + ǫi + β θi

yi = β xi + ǫ∗i ❛✈❡❝ ǫ∗i = (ǫi + β θi) ✭✸✻✮

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✉s✉❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s θi ❀ N(0, σθ)✱ E(θi x∗

i ) = 0✱
❡t E(θi ǫi) = 0✳ ❉❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ yi ✭❧✐❣♥❡ ✸✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ E(x∗

i ǫi) = 0
♠❛✐s E(xi ǫ

∗

i ) 6= 0✳

Pr❡✉✈❡

E(xi ǫ
∗

i ) = E( (x∗

i − θi)(ǫi + β θi) )

= E( x∗

i ǫi + βθix
∗

i − θiǫi − β θ2i )

= E( −β θ2i )

= −β E( θ2i )

E(xi ǫ
∗

i ) = −β σ2
θ ✭✸✼✮

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡ s❛♥s ❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❝♦rré❧é❡ ❛✈❡❝
❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r✱ ❝❛r r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st✐♠é❡ ❡st ✿ yi = β xi + ǫ∗i ✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ✭❍✺✮✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ✭β̂✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❜✐❛✐sé
❡t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

β̂ =

∑
xi yi∑
x2
i

=

∑
xi (β xi + ǫ∗i )∑

x2
i

=

∑
β x2

i + xiǫ
∗

i∑
x2
i

= β +

∑
xiǫ

∗

i∑
x2
i

= β +

∑
(x∗

i − θi) (ǫi + β θi)∑
x2
i

= β +

∑
(x∗

i ǫi)∑
x2
i

+ β

∑
(x∗

i θi)∑
x2
i

−
∑

(θi ǫi)∑
x2
i

− β

∑
θ2i∑
x2
i

β̂ = β − β

∑
θ2i∑
x2
i

✭✸✽✮

✶✼



▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ β̂ ❡st ❞♦♥❝ ✿

♣❧✐♠(β̂) = β − β
s2(θi)
s2(xi)

✭✸✾✮

❆✈❡❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s2(θi) ❡t s2(xi)
❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡st✐♠é❡s ❞❡ θi ❡t xi✳

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t ❜✐❛✐sé ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ▼♦♥tr♦♥s ♣❛r s✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡✳

❘és✉❧t❛t ✿ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ●✐♥✐ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❛♥s
x

●é♥ér❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X ∼ N , ε ∼ N ❀
❉é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y = α + βx+ ε✱ ❡♥ ✜①❛♥t β = 10 ❀
θ = 50 [ θ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥]✱ n = 1000 ❡t ❀
i = 1 [ i ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ]❀
ré♣ét❡r

●é♥ér❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬♦✉t❧✐❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❛ ❧✐❣♥❡ l ❞❡ x ✿ xl = x∗

l + θ ❀
❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r r❛♥❣ ❞❡ x ❀

❈❛❧❝✉❧❡r ❡t ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t β̂ ✐ss✉ ❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ y/x
♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s ▼❈❖✱ ●✐♥✐ ❡t ▲❆❉❀

❥✉sq✉✬à i = 1000 ❬♣❛r ♣❛s ❞❡ 1❪❀
r❡t♦✉r♥❡r ▼❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❊rr♦rs ✭▼❙❊✮ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t β s❡❧♦♥ ❧❡s
tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✳

▼❙❊ ▼❈❖ ▼❙❊ ●✐♥✐ ▼❙❊ ▲❆❉
✻✻✳✼✸ ✶✷✳✶✶ ✸✾✳✷✹

❚❛❜❧❡ ✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ✭▼❙❊✮

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
❛ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ▼❙❊ ❡t ❞♦♥❝ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r ❧❡s
❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ x✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❣é♥ér♦♥s ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡
ré❣r❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ à ❧❛ ❞✐①✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

❈❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●✐♥✐ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ✈❡❝t❡✉r r❛♥❣✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ rx✱ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é ❛♣rès ❧✬✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦✉t❧✐❡rs θ q✉✐ ❝♦♥t❛♠✐♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ x

t❡❧ q✉❡ x∗ = x+ θ✱ ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥t❛♠✐♥é ❞❡ βG ❡st ✿

✶✽



❋✐❣✉r❡ ✸ ✕
■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦✉t❧✐❡r ❞❛♥s x

β̂θ
G =

Cov(y, rx)

Cov(x∗, rx)

β̂θ
G =

Cov(y, rx)

Cov(x+ θ, rx)

β̂θ
G =

Cov(y, rx)

Cov(x, rx) + Cov(θ, rx)

P✉✐sq✉❡✱

♣❧✐♠

[
1

n
y′rx

]
= Cov(y, rx)

♣❧✐♠

[
1

n
x′rx

]
= Cov(x, rx)

♣❧✐♠

[
1

n
θ′rx

]
= Cov(θ, rx)

❛❧♦rs ✿

♣❧✐♠ β̂θ
G =

Cov(y, rx)

Cov(x, rx) + Cov(θ, rx)

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✿
❙✐ Cov(θ, rx) ❃ ✵ ⇒ β̂θ

G < β̂G✳
❙✐ Cov(θ, rx) ❁ ✵ ⇒ β̂θ

G > β̂G✳

✶✾



▲✬❡rr❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡ x ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥t❛✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ●✐♥✐ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ Cov(θ, rx)✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ▼❈❖✱ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ t❡r♠❡
Cov(θ,x)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ Cov(θ,x) > Cov(θ, rx)✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❛♥s x ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐✳
P♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥ t❡st ❞✬❡①♦❣é♥é✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛✉s♠❛♥ ✭✶✾✼✽✮
♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❛tt❛❝❤é à ✉♥❡ ✭♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs✮
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✺✱ ❧❡ r❡❝♦✉rt à ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s s✬✐♠♣♦s❡✳

✹✳✸ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s

❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❝❡t✐♦♥✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s ♣❛r ▼❈❖ ✭❱■✲▼❈❖✮ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥s✲
tr✉♠❡♥t❛❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ✭●✐♥✲❱■✮✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡
r❛♥❣ ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♣❧✉s ❛♠♣❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
q✉✐ ❧✐❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s ♦✉ ❝❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s
❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❙♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧ ✿

y = X β + ǫ

t❡❧ q✉❡ ♣❧✐♠[X ′ ǫ/N ] 6= 0. ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s ♣❛r
▼❈❖ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts à ❧❛ ❢♦✐s ❝♦rré❧é❡s ❛✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❡t ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡s ❛✉ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s ❡st é❣❛❧ à ❝❡❧✉✐
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥ts ✿
✶✮ ❆s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ❡t ❧❡
t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ✿ ♣▲✐♠(Z ′ ǫ/n) = 0
✷✮ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s Z ❡t ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s X ✿ ♣❧✐♠(Z′X/n) = τ ✳
✸✮ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s Z ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ♣❧✐♠(Z′Z/n) = τ ∗✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❱■✲▼❈❖ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛✲
♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts ❀ ♦✉
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ●✐♥✐✲
❱■✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉①
▼❈❖ ♣✉✐s ❝❡❧❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ●✐♥✐✳

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❱■✲▼❈❖ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ▼❈❖ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠é Z′y = Z′X β + Z′ε ✿

β̂V I−MCO1 = (X′Z Z′X)−1 X′Z Z′y

✷✵



♦r y = X β + ǫ✱ ❛❧♦rs ✿

β̂V I−MCO1 = (X′Z Z′X)−1 X′Z Z′(X β + ǫ)

= (X′Z Z′X)−1 (X′Z Z′X) β + (X′Z Z′X)−1 X′Z Z′ǫ

β̂V I−MCO1 = β + (X′Z Z′X)−1 X′Z Z′ǫ

▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂V I−MCO1 ❡st β ❝❛r ♣❧✐♠(Z′ǫ/n) =
0✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st s❛♥s ❜✐❛✐s✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❱■✲
▼❈❖ ❡st✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s ✭Z′X ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡✮ ✿

β̂V I−MCO1 = (X′Z Z′X)−1 X′Z Z′y

= (Z′X)−1

=Id︷ ︸︸ ︷
(X′Z)−1 X′Z Z′y

β̂V I−MCO1 = (Z′X)−1 Z′y

✭✹✵✮

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❱■ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❝♦♥s✐st❡ ❞✬❛❜♦r❞ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t②♣❡
X = Zπ+r ♦ù ♦♥ ❡st✐♠❡ π ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r X̂ q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
ét❛♣❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ré❣r❡ss❡r y s✉r X̂✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ β̂V I−MCO1 =
(Z′X)−1 Z′y✳

❊♥ ✷✵✵✹✱ ❨✐t③❤❛❦✐ ❡t ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ❛✈❡❝ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ●✐♥✐✲❱■✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ▼❈❖✱ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs✱ ♠❛✐s ♥♦✉s
✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡
●✐♥✐✲❱■ ❡st ✿

β̂Gini−V I1 = (R′

Z X)−1 R′

Z y ✭✹✶✮

♦ú RZ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s r❛♥❣s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡
❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t ✿

X̂ = Z(R′

Z)
−1R′

ZX ✭✹✷✮

❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ✿

β̂Gini−V I2 = (R′

X̂
X̂)−1 R′

X̂
y

= [ (R′

X̂
Z) (R′

ZZ)
−1 R′

ZX ]−1 R′

X̂
y

β̂Gini−V I2 = (R′

ZX)−1 R′

ZZ (R′

X̂
Z)−1 R′

X̂
y

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡R q✉✐
❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s r❛♥❣s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s ✭RZ✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s R s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡s r❛♥❣s ❞❡ X̂
❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ Z✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡s r❛♥❣s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✐♥str✉♠❡♥ts
❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ s♦✐❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ♥♦✉s

✷✶



❛tt❡♥❞r❡ à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ❊t ❞♦♥❝✱ t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❝♦♠♠❡ s✐ ♥♦✉s ❡s♣ér✐♦♥s ❛✈♦✐r ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛❧❣ré q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

■❧ ❡st ❝♦♠♣❛ré ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❨✐t③❤❛❦✐ ❡t ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ✭✷✵✵✹✮✱ ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s s♦✉s ❞❡✉①
♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧t❡r♥❛t✐❢s ✭❱■✲▼❈❖ ❡t ●✐♥✐✲❱■✮✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛♠ètr❡✱ ❞✐t ♣❛✲
r❛♠ètr❡ st❛♥❞❛r❞ ✭❱■✲▼❈❖✮ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛✲
❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ▼❈❖✳ ▲❡
s❡❝♦♥❞ ❡st✐♠❛t❡✉r ✭●✐♥✐✲❱■✮ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛s ❞✉ ●▼❉ ❝♦♠♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳
❆✐♥s✐ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣rétés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s
♣♦♥❞éré❡s ❞❡s ♣❡♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❢❛❝❡
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ▼❈❖✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t q✉❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥
●✐♥✐ ❡st ♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ♦✉t❧✐❡rs ❡t à ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧✐♥é❛✲
r✐té q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♠✲
♠✉♥é♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❧❡s
♠ê♠❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs✳

✺ ■♥❢ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❧♦✐ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs
✐ss✉s ❞❡ ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ β̂G ❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s ❞❡r✲
♥✐❡rs✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❨✐t③❤❛❦✐ ❡t ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ✭✷✵✶✸✮ ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ s♦♥t ❞❡s U ✲st❛t✐st✐q✉❡s✳ ▲❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s U ✲st❛t✐st✐q✉❡s ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r✱ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡✉ ❡①✐❣❡❛♥t❡s✱ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st s❛♥s
❜✐❛✐s ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✭❍♦❡✛❞✐♥❣✱ ✶✾✹✽✮✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ♣❡r♠❡t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s s✉r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳

❙✐ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s✬é❝r✐t ✿

θ(F ) = E[φ(X1, · · · , Xm)] =

∫
. . .

∫
φ(x1, . . . , xm)dF (x1) · · · dF (xm),

♦ù φ(x1, . . . , xm) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ θ(F ) ❞❡ ❞❡❣ré m✳ ❆❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
U ✭s❛♥s ❜✐❛✐s✮ ❞❡ θ ❡①✐st❡ t❡❧ q✉❡ U ∼ N ✿

Un :=

(
n

m

)
−1 ∑

c

φ(Xi1 , Xi2 , . . . , Xim)

✷✷



♦ù
∑

c ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡m é❧é♠❡♥ts {i1, · · · , im}
❞❡ {1, · · · , n}✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ U ❡t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❜✐❛✐s
s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✲ φ(x1, . . . , xm) ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❀
✲ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Xi ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ i.i.d. ❀
✲ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❛r❣❡✳

Pr❡♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✉s✉❡❧s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶ ❙♦✐t θ(FX) = E(X)✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❡st φ(X) = X✱ ✐❧ ❡st s②♠étr✐q✉❡
❞❡ ❞❡❣ré m = 1✳ ❆❧♦rs ❧❛ U✲st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ✿

U1 =
1(
n
1

)
∑

i

xi =
1
n!

1! (n−1)!

∑

i

xi =
1

n (n−1)!
1 (n−1)!

∑

i

xi =
1

n

∑

i

xi = x̄

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷ ❙♦✐t θ(FX) = E(X1−X2)
2✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❡st φ(X) = 1

2
(X1−X2)

2✱
✐❧ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré m = 2✳ ▲❛ U✲st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ✿

U =
1(
n
2

)
n∑

i=1

n∑

j=1

(xi − xj)
2

2

=
1

n− 1

n∑

i=1

(xi − x̄)2

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ✿

βG =
Cov( y, Fx )

Cov( x, Fx )

=
GCov( y,x )

GCov( x,x )

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸ ✕ ❨✐t③❤❛❦✐ ❡t ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ✭✷✵✶✸✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✮ ✕ ✿
❙♦✐❡♥t (X1, Y1) ❡t (X2, Y2) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜✐✲✈❛r✐é❡ ❝♦♥t✐✲
♥✉❡ ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts s♦♥t ✜♥✐s✳ ❙♦✐t h((X1, Y1), (X2, Y2)) =
(X1, Y1)✶(Y1>Y2) + (X2, Y2)✶(Y1>Y2)) ♦ù ✶a>b ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

✶a>b =

{
1 s✐ a > b
0 s✐♥♦♥✳

❆❧♦rs h((X1, Y1), (X2, Y2)) ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✭✷✱✷✮ ♣♦✉r ∆X,Y =
4Cov(X,F (Y )) = 4GCov(X, Y )✳ ✹

✹✳ ❯♥ ❞❡❣ré ✭✷✱✷✮ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞❡✉① X ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❞❡✉① Y ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ❜✐❛✐sé✳

✷✸



Pr❡✉✈❡✿
❱♦✐r ❨✐t③❤❛❦✐ ❡t ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ✭✷✵✶✸✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✱ ♣✳ ✷✵✸✲✷✵✹✮✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❛ U ✲st❛t✐st✐q✉❡ ❡st

U(∆X,Y ) =
1(
n
2

)
∑

i<j

∑
h((xi, yi), (xj, yj))

=
1(
n
2

)
∑

i<j

∑
[(xi − xj)✶yi>yj + (xj − xj)✶yi>yj ]

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ U ✲st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r 4Cov(X,FY ) ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥ ❡st✐✲
♠❛t❡✉r s❛♥s ❜✐❛✐s ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥ts ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡✱ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

U(∆X,Y ) =
1(
n
2

)
n∑

i=1

(2i− 1− n) xy(i)

♦ù xy(i) et x(i) s♦♥t ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ ❛✈❡❝ xy(i) ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✐è♠❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ y1, · · · , yn✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ✿

βG =
Cov( y, Fx )

Cov( x, Fx )

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ Cov(y, Fx) ❡t Cov(x, Fx) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ U ✲st❛t✐st✐q✉❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ Cov(y, Fx) ❡t
Cov(x, Fx) s♦♥t s❛♥s ❜✐❛✐s ❡t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

U1 =
1(
n
2

)
n∑

i=1

(2i− 1− n) xy(i) ✭✹✸✮

U2 =
1(
n
2

)
n∑

i=1

(2i− 1− n) x(i), ✭✹✹✮

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ P♦✉r U1 ❡t U2 ❧❡s U✲st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs r❡s♣❡❝t✐❢s
❞❡ ❧❛ Cov(y, Fx) ❡t ❞❡ ❧❛ Cov(x, Fx)✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂G ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ βG ❡st

✉♥❡ U✲st❛t✐st✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ β̂G = U1

U2

a∼ N ✳

Pr❡✉✈❡✿
❙♦✐t ✿

β̂G =
Cov(y, rx)

Cov(x, rx)

❉❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✸✮ ❡t ✭✹✹✮✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂G ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ βG s✬é❝r✐t ✿

β̂G =
U1

U2

✷✹



▲✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂G ét❛♥t ✉♥ r❛t✐♦ ❞❡ ❞❡✉① U ✲st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs β̂G ❡st ❛✉ss✐
✉♥❡ U ✲st❛t✐st✐q✉❡✳ ❉✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✹ ❞❡ ❨✐t③❤❛❦✐ ❡t ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ✭✷✵✶✸✮✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✿ ❙♦✐t (U ′) = U1, · · · , Ut t U ✲st❛t✐st✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
x1, · · · , xn ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❛✈❡❝ Ui ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à θi ✭❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ hi✮✱ i =
1, · · · , t✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g(y) = g(y1, · · · , yt) q✉✐ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s n ❡t ❡st
❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s à ❝❡rt❛✐♥s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ✭y✮ ❂ ✭θ✮
❂ ✭ θ1, · · · , θt✮ ❡t s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ E[h2

i (X1, X2, · · · , Xmi
)] < ∞ ❛❧♦rs

❧✬❡st✐♠❛t❡✉r β̂G t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ n −→ ∞✳

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ U ✲st❛t✐st✐q✉❡ ❡st très ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❞✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❛ss❡③ ❞é❧✐❝❛t❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ m ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✶✳ ❯♥❡ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❏❛❝❦❦♥✐❢❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡
❜✐❛✐s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ❏❛❝❦❦♥✐❢❡ ❞✬✉♥
❡st✐♠❛t❡✉r U ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

V̂ (β̂G) =
n− 1

n

n∑

i=1

[
U−i −

1

n

n∑

i=1

U−i

]2

❛✈❡❝ U−i ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬✉♥❡ U ✲st❛t✐st✐q✉❡ s✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n s❛♥s
❧❛ ✐è♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞✬✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ ❡st ❞é❞✉✐t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ β̂G

a∼ N ( βG, V̂ (β̂G) )✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❡ ●✐♥✐✬s
▼❡❛♥ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ✭●▼❉✮✳ ■❧ ♠❡t ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ré❣r❡s✲
s✐♦♥ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡s ✭▼❈❖✮ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦✉t❧✐❡rs ❞❛♥s ❧❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ❝❛s ❞✬❡♥❞♦❣é♥é✐té ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛✲
t✐✈❡s ♦✉ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ▼❈❖ s✬❛✈èr❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡
❡✣❝❛❝❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✱ ❧❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐
✭❨✐t③❤❛❦✐ ❡t ❙❝❤❡❝❤t♠❛♥ ✲ ✷✵✶✸✮ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡tt❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ▼❈❖ ❡t s✉rt♦✉t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡
❜❛s❡ ❡♥ é❝♦♥♦♠étr✐❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ❡♥ s♦♥ ❝♦❡✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❈♦❣✐♥✐
♣❡✉t êtr❡ ♣❡rç✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣✉r r❛♥❣ ❞❡ ❙♣❡❛r♠❛♥
✭♠étr✐q✉❡ ℓ1✮ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭♠étr✐q✉❡ ℓ2✮✳
❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛t②♣✐q✉❡s q✉✐ ❧✐♠✐t❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ▼❈❖✱ ❧❛ ré❣r❡s✲
s✐♦♥ ●✐♥✐ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❧✉s r♦❜✉st❡s q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡s ▼❈❖✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ●✐♥✐ s♦♥t ❞❡s U ✲st❛t✐st✐q✉❡s q✉✐
❛✉t♦r✐s❡♥t ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❡st✐♠❛t❡✉rs✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ t❡st❡r ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ét✉❞✐és✳

✷✺



❘é❢ér❡♥❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s

❆❧❛♥ ❙t✉❛rt✳ ✶✾✺✹✳ ✏ ▲✐♠✐t ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋♦r ❚♦t❛❧ ❘❛♥❦ ✧✱ ❚❤❡ ❇r✐t✐s❤
Ps②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✈♦❧✳ ✼✱ ■ss✉❡ ✶✱ ♣♣✳ ✺✵ ✲ ✺✶

❈♦rr❛❞♦ ●✐♥✐✳ ✶✾✶✷✳ ✕ ✏ ❱❛r✐❛❜✐❧✐tà ❡ ▼✉t✉❛❜✐❧✐tà✳ ❈♦♥tr✐❜✉t♦ ❛❧❧♦ ❙t✉❞✐♦
❞❡❧❧❡ ❉✐str✐❜✉③✐♦♥✐ ❡ ❞❡❧❧❡ ❘❡❧❛③✐♦♥✐ ❙t❛t✐st✐❝❤❡ ✧✱ ❈✳ ❈✉♣♣✐♥✐✱ ❇♦❧♦❣♥❛✳

❍❛✐♠ ❙❤❛❧✐t ❛♥❞ ❙❤♦❧♠♦ ❨✐t③❤❛❦✐✳ ✶✾✽✹✳ ✏ ▼❡❛♥✲●✐♥✐✱ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❚❤❡♦r②✱
❛♥❞ t❤❡ Pr✐❝✐♥❣ ♦❢ ❘✐s② ❆ss❡ts ✧✱ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✳ ✈♦❧✳ ❳❳❳■❳✱ ♥✳ ✺✳

❍✐❞❡♦ ❚❛♥❛❦❛ ❛♥❞ ❙❛t♦r✉ ❯❡❥✐♠❛✳ ✶✾✽✷✳ ✧ ▲✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s
✇✐t❤ ❢✉③③② ▼♦❞❡❧ ✧✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ s②st❡♠s✱ ♠❛♥✱ ❛♥❞ ❝②❜❡♥❡t✐❝s✱ ✈♦❧✳
❙▼❈✲✶✷ ♥✳ ✻✳

❑❛♥♥❛♥ ❙❡♥t❤❛♠❛r❛✐ ❛♥❞ ❑✉♣♣✉s❛♠② ▼❛♥♦❥✳ ✷✵✶✺✳ ✏ ❖✉t❧✐❡r ❉❡t❡❝✲
t✐♦♥ ✐♥ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❉❛t❛ ✧✱ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✈♦❧✳ ✾✱ ♥✳ ✹✼✱ ♣♣✳
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